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1 Introducere

In teoria grupurilor, morfismele sunt de o importantd aparte, deoarece ele ne
oferd o serie de informatii despre un anumit grup G. De aceea, determinarea
morfismelor de la grupul pe care il studiem la alte grupuri, a endomorfismelor
sau a automorfismelor sale, este o problema importanta.

Primul matematician care si-a propus sd determine Aut(G) pentru un grup G
dat a fost Holder, care a si reusit acest lucru intr-un caz particular, el demon-
strand cd Aut(S,) = S, pentru n € N, n > 3, n # 6. Pani in prezent, nu
existd o solutie pentru problema generald pusa de Holder, astfel dovedindu-se
ca aceastd problemd extrem de veche este si extrem de dificila. Totusi, interesul
pentru ea si pentru determinarea morfismelor dintre doud grupuri in general a
generat un numar considerabil de rezultate referitoare la acestea.

In contextul pregitirii pentru concursurile de matematici, este extem de util
sa cunoastem unele dintre aceste rezultate, deoarece numeroase probleme pot
fi rezolvate mult mai usor cu ajutorul lor. Asadar, acest articol isi propune sa
prezinte o serie de astfel de teoreme si de propozitii, la un nivel accesibil unui
elev de clasa a XII-a, urméand ca mai apoi sd prezentam si aplicatii ale acestora.

2 Preliminarii

Pe tot parcursul acestei lucrari, grupurile multiplicative vor avea elementul ne-
utru notat cu 1, iar cele aditive cu 0.

Pentru inceput, vom enunta cateva rezultate de teoria grupurilor. Mai apoi, vom
prezenta cateva elemente de algebra liniarad care nu sunt studiate in liceu. Peste
tot vom incerca sa mentinem un caracter cat mai elementar si vom mentiona
de fiecare data cand particularizam un rezultat pentru a ne atinge acest scop.
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Incepem prin a enunta Teorema de structurd a grupurilor abeliene finite, o
teorema a carei demonstratie a durat aproape tot secolul al XIX-lea, fiind
preocupati de ea mari matematicieni, precum Gauss (in anul 1801 a dat o formu-
lare a acesteia in cadrul teoriei numerelor, conceptul de grup nefiind cunoscut
atunci), Kronecker (in 1870 a demonstrat riguros teorema pe care o prezen-
tdm mai jos) H.J.S. Smith sau Henri Poincaré (primul a extins teorema in anul
1861 pentru grupuri abeliene ce au o prezentare finitd, iar cel de-al doilea a
generalizat-o in anul 1900 chiar la grupuri abeliene finit generate; noi vom pre-
zenta doar cazul grupurilor abeliene finite, cel pe care il vom folosi in acest
articol, insd cititorul interesat poate consulta [3] pentru mai multe detalii, pre-
cum si pentru demonstratiile acestor teoreme):

Teorema 1. Fie (G,-) un grup abelian finit. Atunci ezistd in mod unic n € N*
si dy,da,...,d, € N cu proprietatea ca dy|ds|...|d,, si d; > 2, Vi = 1,n, astfel
incat

G=Zgy X ZLgy X ... X Lg,, .

Urmaétoarele doud propozitii isi au radécinile in teoria categoriilor, prima dintre
ele fiind un caz particular al proprietatii de universalitate a coprodusului, iar
cea de-a doua al proprietatii de universalitate a produsului. Nu vom intra in
mai multe amanunte, pentru a pastra caracterul elementar al expunerii noastre.

Propozitia 1. ([6]) Fie G, G1, Go, ..., Gy, (n € N, n > 2) grupuri abeliene.
Pentru fiecare ¢ € {1,2,...,n}, consideram morfismul de grupuri \; : G; —
Gy X Gy X ... X Gpy Ni(z;) = (1..,1,24,1,...,1). Definim acum functia ¢ :
Hom(G1 x G2 x ... x Gy, G) = Hom(G1, G) x Hom(Gg, G) x ... x Hom(G,, G),
O(f) = (foAr, folay..,foA,). Atunci, ¢ este bijectiva.

Demonstratie. e ¢ este injectivi.

Fie f,g € Hom(G1 x G3 X ... x Gy, G) astfel incat ¢(f) = ¢(g). Rezulta ca
fodi=goA,Vi=1n.

Asadar, pentru orice (21, z2, ..., Tn) € G1 X G2 X ... X Gy, putem scrie acum cd
@1, 20, mn) = f(Ai(z1) - A2(22) - oo - An(@0)) = f(A(21)) - f(Ra(22)) - - -

fn(@n)) = g(A(21))- g(A2(@2)) - g(An(@n)) = g(A1 (1) A2(@2) o An (@) =
g(x1, 2, ..., x,), deci f = g, adica ¢ este injectiva.

e ¢ este surjectiva.

Fie f; € Hom(G;, G),Vi = 1,n. Considerim acum functia f : G; x G X ... X
G, = G, f(x1,29,....,2,) = f1(x1)fa(z2)...fn(x,). Se constatd usor ca f este
morfism de grupuri si cd fo A; = f;, Vi =1,n.

A$adara ¢(f) = (fo)\l,foA27...7fO)\n) = (f17f27 "'7fn)7 deCia cum flaf27"'7fn

au fost alese arbitrar, concluziondm ci ¢ este surjectiva.

Am ardtat cd ¢ este injectivd si surjectivd, deci putem spune acum cd ¢ este
bijectiva. O



Propozitia 2. ([7]) Fie G, G1, Go, ..., G, (n € N, n > 2) grupuri. Pentru
fiecare i € {1,2,...,n}, consideram morfismul de grupuri p; : G1 XGa x...xG,, —
Gy, pi(x1, 2, ..., xy) = ;. Definim acum functia ¢ : Hom(G, Gy x G2 X ... X
Gp) — Hom(G,G1) X...xHom(G, G,,), ¢(f) = (1o f, ueo f, ..., uno f). Atunci,
¢ este bijectiva.

Demonstratie. e ¢ este injectiva.

Fie f,g € Hom(G, Gy x G3 X ... X G,,) = Hom(G, G1) X ... x Hom(G, G,,) astfel
incat ¢(f) = &(g). Rezultd cd p; 0 f = p;0g, Vi=1,n.

Consideram acum z € G arbitrar. Avem f(x) = (y1,92,...,yn) $i g(x) =
(21,22, ..., 2n), unde y;,2; € G;,Vi = 1,n. In baza celor de mai sus, putem
serie ¢ s = pi(f(2) = (i 0 £)(@) = (i 0 9)(@) = pilg(@)) = 2,0 = T,m,
deci f(x) = g(x). Cum z a fost ales arbitrar, obtinem ca f = g, asadar, ¢ este
injectiva.

e ¢ este surjectivi.

Fie f; € Hom(G, G;), Vi = 1,n. Consideram functia f : G — G1 X G X ... x Gy,
f(@) = (f1(®), fa(2), s ful@))-

Este usor de viizut ci f este morfism de grupuri si ¢d p; o f = f;, Vi = 1,n.

Putem scrie acum ca ¢(f) = (u1 0 f,pu20 f, ..oy pin o f) = (f1, f2, -, [n), lar cum
f1, f2, ..., fn au fost alese arbitrar, concluzionim ca ¢ este surjectiva.

Asadar, am aratat ca ¢ este bijectivi. O

Asa cum am anuntat la inceputul acestei sectiuni, acum vom enunta cateva
rezultate elementare de algebra liniarad. Recomandam cititorului interesat si
consulte lucrarea [2] pentru o mai buna aprofundare a acestora. In cele ce
urmeazd, K va fi un corp comutativ.

Definitia 1. Un spatiu vectorial peste corpul K (pe scurt, un K- spatiu
vectorial) este un grup abelian (V) +) impreund cu o operatie externi K x V' —
V, (a,z) — az, numitd inmultire cu scalari, care verificd urméitoarele conditii
pentru orice a,b € Ksi z,y € V:

1. a(z +y) = ax + ay;
2. (a+b)x = azx + bz;
3. (ab)x = a(bx);

4. lx ==.

Definitia 2. Fie V un K-spatiu vectorial. O submultime {x1, 2, ...,2,} (n €
N*) alui V' se numeste:

e liniar independenta, daca, pentru orice a1, ag, ..., a, € K, are loc implicatia

a1z + asxs + ...apx, =0 = a1 =as = ...=a, =0.

e sistem de generatori, daci, pentru orice z € V, existd a1, a9, ...,a, € K
astfel incdt © = a1 x1 + aoxg + ... + apxy,.



e baza, dacd este liniar independenta si sistem de generatori.

Teorema 2. Orice K- spatiu vectorial admite o bazd si oricare doud baze ale
acestuia au acelasi cardinal.

Definitia 3. Fie V un K-spatiu vectorial. Cardinalul comun al tuturor bazelor
lui V' se numeste dimensiunea lui V si se noteaza dimg (V). Daca acest cardinal
este finit, atunci spunem ca V este un spatiu finit dimensional, iar in caz
contrar ca este infinit dimensional.

Definitia 4. Fie V si W doud K-spatii vectoriale. Atunci:

e o functie f : V — W cu proprietatea ci f(azx + by) = af(z) + bf(y), Va,b €
K, z,y € V se numeste aplicatie liniara sau morfism de spatii vectoriale.
Daca f este bijectivd, atunci f se numeste izomorfism liniar.

e o aplicatie liniara g : V' — V se numeste endomorfism. Daci g este bijectiva,
atunci g se numeste automorfism.

Definitia 5. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n (n € N*), B =
{e1,€2,...,en} 0 bazd a sa si f un endomorfism.

Daca exprimam vectorii f(e1), f(ez), ..., f(en) in baza B, adici pentru fiecare
n

Jj € {1,2,...,n} scriem f(e;) = Zaijei pentru a;; € K, obtinem matricea
i=1
Mp(f) := (aij)1<ij,<n, umitd matricea lui f in baza B.

Teorema 3. In contextul Definitiei 5, aplicatia ¢ : End(V) — M, (K), ¢(f) =
Mp(f) este un izomorfism de spatii vectoriale, unde prin End(V) am notat
multimea endomorfismelor K-spatiului vectorial V.

Observatie. Aceastd ultima teoremd ne spune cd un endomorfism al unui
spatiu vectorial se poate identifica cu matricea lui intr-o anumita baza. Rezulta
imediat acum cid avem un izomorfism intre Aut(V') (multimea automorfismelor
spatiului vectorial V') si GL,,(K) (multimea matricelor inversabile cu n linii si n
coloane ce au elemente din K), deci vom identifica automorfismele unui K-spatiu
vectorial de dimensiune n cu matricele inversabile de dimensiune n X n ce se pot
forma cu elemente din K. In final, mai spunem ca existd un rezultat similar si
pentru aplicatii liniare intre doua K-spatii vectoriale finit dimensionale diferite,
dar acesta nu este folositor scopului articolului nostru.

Propozitia 3. Fien € Nyn > 2 si A € M,,(K). Pentru fiecare i € {1,2,...,n},
notdm cu ¢; a i-a coloand a lui A. Atunci, A este inversabild <= multimea
{c1,ca, ..., cp } este liniar independenti.

Observatie. Propozitia de mai sus este o consecintd imediatd a unei teoreme a
lui Kronecker privind rangul unei matrice. Nu am enuntat acea teorema pentru
a evita sa introducem notiunea de subspatiu vectorial, insa cititorul interesat o
poate consulta in [2].



3 Abplicatii

Suntem pregéatiti acum sa vedem cum putem folosi in probleme rezultatele pe
care le-am prezentat. Pentru inceput, ne vom indrepta atentia asupra unor
exercitii care apar in [6] si [7].

Aplicatia 1. Determinati cardinalul multimii Hom(Zg x Zg, S3 x S3).

Solutie. Folosind Propozitia 2, avem o bijectie intre Hom(Zy x Zg, S3 x Ss)
§1 HOID(ZQ X ZQ,Sg) X HOI’H(ZQ X 22753), deci ‘HOID(ZQ X ZQ,Sg X S3)| =

= |Hom(Zy x Zs,S3)|?. Asadar, am redus problema noastrs la a numéara mor-
fismele de la Zy x Zs la S3 (ceea ce este mult mai simplu).

Fie f : Zy x Zo — S3 un morfism de grupuri netrivial. Atunci, |Ker(f)| < 4.
Cum S3 nu are subgrupuri de ordin 4 (dacd ar avea, din Teorema lui Lagrange
ar rezulta cd 46, ceea ce este absurd), f nu poate fi injectiv, deci | Ker(f)| > 1.
Agadar, |Ker(f)| = 2 (Ker(f) este subgrup al lui Zs x Zs, deci ordinul lui trebuie
s3 fie divizor al lui 4).

Notam x := (T, 6) siy:= (6,?) Atunci, Zs x Zo = {1, 2,y,2 +y}. Presupunem
cd Ker(f) = {1,z}. Rezultd cd f(x +y) = f(y), iar f(y) este un element de
ordin 2 din S3. Cum S5 are 3 elemente de ordinul 2, concluzionam ci sunt 3
feluri in care putem alege f in acest caz. Analog se obtin 3 functii f si daca

Ker(f) = {1,y} sau Ker(f) = {1,z + y}.
Asadar, | Hom(Zy x Zs, S3)| = 10, iar acum, tinand cont de cele de mai sus,
putem concluziona cd | Hom(Zy x Zo, S5 x S3)| = 100. O

Aplicatia 2. Fie G un grup abelian finit si fie n € N, n > 2. Determinati
cardinalul multimilor Hom(G, Z,,) si Hom(G, Z).

Solutie. Vom folosi cateva rezultate elementare de teoria grupurilor, care apar
siin [B]: |Hom(Zy,Z,)| = (k,1), Yk,l € N,k,I > 2, unde prin (k,1) am notat
cel mai mare divizor comun al numerelor naturale & si [, iar | Hom(Z,,,Z)| = 1,
Ym e N, m > 2,

De asemenea, vom mai utliza faptul ca, daca H, K si L sunt trei grupuri astfel
incit H = K, atunci | Hom(H, L)| = |Hom(K, L)| (dacid f : K — H este un
izomorfism de grupuri, atunci ¢ : Hom(H, L) — Hom(K, L), ¢(g) = go f este
bijectiva).

Conform Teoremei 1, existd (in mod unic) k¥ € N* si dy,do,...,dr € N cu
dy|dg|...|dy si di > 2, Vi =1, k, astfel incAt G = Zg, X Zg, X ... X Lq,,.

Putem scrie acum ca:

|Hom(G, Zy,)| = |Hom(Zg, , Zy) x Hom(Zga,, Zpn) X ... x Hom(Zg, , Z,)|,

deoarece |Hom(G,Z,,)| = |Hom(Zg, X Zg, X ... X Zq,,Zy)|, iar Propozitia 1



implicd |Hom(Zg, X Zg, X ... X L, ,Zy)| = |Hom(Zg,, Zy) x Hom(Zg,, Zy) %
... x Hom(Zg, ,Zy,)|-
k
Asadar, | Hom(G, Zy,)| = [ [ (d, n).
i=1
Printr-un rationament analog, gasim ca:

| Hom(G,Z)| = | Hom(Zq,,Z) x Hom(Zg,,Z) % ... x Hom(Zg, , Z)|,
deci |Hom(G,Z)| = 1. O

Aplicatia 3. (C.0:4985, G.M.-B 11/2008) Fie G un grup abelian finit cu n
elemente cu proprietatea cd numarul endomorfismelor sale este n. S& se arate
cd G este izomorf cu Z,.

Marian Andronache

Solutie. Vom prezenta, in esentd, solutia primita de autorul acestui articol in
[4]. Conform Teoremei 1, existd (in mod unic) k € N* si dy, da, ..., dy € N astfel
incat dl Z Q,V’L = ].,k, d1|d2||dk sl

(].) G Zdl X Zd2 X ..o X de.
Folosind faptul ca | Hom(Z,,,Z;)| = (m,1),Vk,l € N, k,1 > 2 [5], Propozitia 1 si

Propozitia 2, putem scrie acum ca

|End(G)| = |Hom(G,G)| = | [[ Hom(Zs,Za)|= [] (did)).
1<i,j<k 1<i,j<k

Cum d;|d; pentru orice j > i, avem
(2) | End(G)| = d?*~1d2* 3. .dy.

Din (1) si (2) avem n = |End(GQ)| <= didy...dy, = d**1d2*73..dy, egalitate
care are loc, evident, daca si numai dacd k = 1, ceea ce implicd n = d;, iar
acum din (1) avem G = Zg, = Zy,. O

Aplicatia 4. (27600, G.M.-B 10/2018) Fie n € N, n > 2 si (G,-) un grup
abelian finit de ordin n, cu proprietatea ci, pentru orice a € G, numarul endo-
morfismelor f ale lui G cu f(a) = a este egal cu n + 1 — ord(a), unde ord(a)
este ordinul lui @ in grupul (G,-). S& se arate ci n este numar prim.

Marian Andronache

Solutie. Vom prezenta, in esentd, solutia oficiala din G.M.-B 4/2019.

Daca in ipotezd luam a = 1, obtinem cd G are n endomorfisme. Conform
Aplicatiei 3, avem cd G = Z,,.



Fie acum m si s doud numere naturale cu n = ms si fie f un endomorfism
al lui Z,. Daci notam f(1) =: k, atunci f(m) =m — km = =
nim(k—1) < slk—1 < k=st+1,t =0,m — 1 (deoarece lucrdm modulo
n, considerdm cd 0 < k < n). Deci, existd exact m endomorfisme care invariazi
m. Cum ord(m) = s, rezultd cin+1—s=m < ms—m—s+1=0 <
(m—1)(s—1)=0 <= m =1sau s =1, deci n este prim. O

Aplicatia 5. (Lista scurtd a O.N.M. 2018) Fie p un numir prim, iar G un grup
finit comutativ, cu elementul neutru e, aviand proprietatea cia zP? = e, pentru
orice x € G. Notdm cu Aut(G) grupul tuturor automorfismelor lui G. Dacd G
are cel putin 3 elemente, sa se arate ca:

a) |G| = p™, unde n este cel mai mic numéir de generatori ai lui G;
b) |4ut(@)] = (b — D" — p)-w(p" — 7).

Toan Baetu

Solutie. a) Vom inzestra grupul G cu o structurad de Z,-spatiu vectorial.

Intr-adevir, dacd pentru orice k € Z, si z € G definim k - 2 = ¥, atunci G
devine un Z,-spatiu vectorial cu aceastd inmultire cu scalari (verificarea celor 4
axiome ii este ldsatd cititorului).

Conform Teoremei 2, G va admite o baza, care va fi finita, caci multimea G este
finitd. Fie aceasta B = {e1,e€2,...,en,} C G, unde n € N va fi, dacd tinem cont
de definitia unei baze, cel mai mic numar de generatori ai lui G.

n
Atunci, pentru orice z € G, oy, o, ..., € Z, astfel incat @ = Hai - €5,

i=1
n

adica functia f : Zy — G, f(o1,a2,...,an) = H «; - €;, este bijectiva.

i=1
De aici, obtinem ci |G| = p™.
b) Sa remarcam ca Aut(G) = Autz, (G), unde prin Autz,(G) am notat gru-
pul automorfismelor Z,-spatiului vectorial G (aceastd egalitate se demonstreaza
usor prin dubld incluziune). Folosind observatia Teoremei 3, deducem ci tre-
buie sa determindm cardinalul lui GL,(Z,). Fie A € GL,(Z,). Vom construi
matricea A inductiv. Notdm cu ¢; a i-a coloand a lui 4, Vi € 1,n. ¢; poate si
fie orice vector nenul din Zj, deci poate fi aleasad in p" — 1 feluri.

Presupunem acum ci avem primele k coloane construite (acestea trebuie si fie
liniar independente, conform Propozitiei 3), unde 2 < k < n — 1. Vrem si
construim cg11. Aceasta nu trebuie si fie un element al multimii {a;c1 + ages +
o+ agcxla; € Zy,Vi = 1,k}, multime care are p* elemente (fiecare a; poate
lua k valori, iar pentru fiecare dintre aceste valori obtinem un element diferit al
multimii). Asadar, deducem ci cyq poate fi aleasd in p™ — p* moduri.

In concluzie, | GL,(Z,)| = (" — 1)(»" — p)...(p" — p"~ '), deci am obtinut con-
cluzia dorita.



O

Observatie. Un grup abelian G in care toate elementele au ordinul p € N*
se numeste p-grup abelian elementar. Si observam ca p este obligatoriu
un numar prim (dacd presupunem ci p nu este prim, atunci existd m,n € N*,
m,n > 2, astfel incat p = mn. Pentru orice z € G\ {1}, vom avea ca ord(z™) =
n < p, contradictie.). Asadar, Aplicatia 5 ne-a cerut si determindm cardinalul
unui p-grup abelian elementar finit si s numaram automorfismele sale. Acesta
este un rezultat important (si cunoscut) in teoria grupurilor, care merita retinut.

Aplicatia 6. ([I]) Sa se arate ci existd un grup care nu este izomorf cu Aut(G)
pentru niciun grup G.

Solutie. Fien € N* arbitrar. Vom arita ci Zs, 11 2 Aut(G) pentru orice grup
G. Intr-adevir, si presupunem ci existd un grup G astfel incat Aut(G) = Zg, 1.
Notdm cu Inn(G) grupul automorfismelor interioare ale lui G. Acesta este un
subgrup al lui Aut(G), care, din presupunerea fiacuta, este ciclic. Astfel, Inn(G)
este un grup ciclic, iar cum G/ Z(G) = Inn(G), obtinem ca grupul G/ Z(G) este
ciclic. Dar este bine cunoscut faptul ci, dacd G/ Z(G) este ciclic, atunci G este
abelian.

Considerim functia f : G — G, f(z) = 271, Se verifici usor ci f este un
automorfism al lul G (este esential faptul cd G este abelian). Mai mult, avem
fof =1dg, deci, dacid f # Idg, atunci Aut(G) are un element de ordinul 2,
ceea ce este absurd (ar insemna cd Zs,11 are un element de ordinul 2, ceea
ce ar contrazice teorema lui Lagrange). Asadar, f = Idg, ceea ce implicd
2 =1,V € G,

Acum, putem inzestra G cu o structurd de Zs- spatiu vectorial exact cum am
facut in Aplicatia 5. Distingem doud cazuri:

Cazul I. dimgz,(G) = 1. In acest caz, G = Z, ca spatii vectoriale, deci, in
particular, si ca grupuri. Obtinem Aut(G) = Aut(Z,), de unde | Aut(G)| =1 <
2n + 1, contradictie.

Cazul II. dimy, (G) > 2. Fie {¢;|i € I}, unde I este o multime cu cel putin doud
elemente, o bazi a lui G. Definim ¢ : G — G, ¢(e1) = ea, d(e2) = e1, P(e;) = e;,
Vi > 3. Lasam cititorului verificarea faptului ca functia ¢ este corect definitd si
ca este un automorfism al Zy-spatiului vectorial G E| al carui ordin este 2. Asadar,
si grupul Aut(G) are un element de ordinul 2 (deoarece Aut(G) = Autg,(G),
asa cum am remarcat in rezolvarea punctului b) al Aplicatiei 5), contradictie.

Asadar, Zo, 11 2 Aut(G) pentru orice grup G, deci am gasit un grup (chiar
o clasd de grupuri, aceea a grupurilor ciclice de ordin impar) cu proprietatea
ceruta. (]

In final, invitam cititorul si descopere si alte probleme in care pot fi folo-
site rezultatele teoretice prezentate de noi. De asemenea, autorul doreste sa

INu este nevoie si facem aceastd verificare dacy stim proprietatea de universalitate a
spatiilor vectoriale, dar recomanddm cititorilor nefamiliari cu spatiile vectoriale s& o faca.



ii multumeascd domnului prof. univ. dr. Gigel Militaru, ale carui sugestii l-au
ajutat sa isi imbunatateasca lucrarea.
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