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1 Introducere

În teoria grupurilor, mor�smele sunt de o important,  aparte, deoarece ele ne
ofer  o serie de informat,ii despre un anumit grup G. De aceea, determinarea
mor�smelor de la grupul pe care îl studiem la alte grupuri, a endomor�smelor
sau a automor�smelor sale, este o problem  important .

Primul matematician care s, i-a propus s  determine Aut(G) pentru un grup G
dat a fost Hölder, care a s, i reus, it acest lucru într-un caz particular, el demon-
strând c  Aut(Sn) ∼= Sn pentru n ∈ N, n ≥ 3, n 6= 6. Pân  în prezent, nu
exist  o solut,ie pentru problema general  pus  de Hölder, astfel dovedindu-se
c  aceast  problem  extrem de veche este s, i extrem de di�cil . Totus, i, interesul
pentru ea s, i pentru determinarea mor�smelor dintre dou  grupuri în general a
generat un num r considerabil de rezultate referitoare la acestea.

În contextul preg tirii pentru concursurile de matematic , este extem de util
s  cunoas,tem unele dintre aceste rezultate, deoarece numeroase probleme pot
� rezolvate mult mai us,or cu ajutorul lor. As,adar, acest articol îs, i propune s 
prezinte o serie de astfel de teoreme s, i de propozit,ii, la un nivel accesibil unui
elev de clasa a XII-a, urmând ca mai apoi s  prezent m s, i aplicat,ii ale acestora.

2 Preliminarii

Pe tot parcursul acestei lucr ri, grupurile multiplicative vor avea elementul ne-
utru notat cu 1, iar cele aditive cu 0.

Pentru început, vom enunt,a câteva rezultate de teoria grupurilor. Mai apoi, vom
prezenta câteva elemente de algebr  liniar  care nu sunt studiate în liceu. Peste
tot vom încerca s  ment,inem un caracter cât mai elementar s, i vom ment,iona
de �ecare dat  când particulariz m un rezultat pentru a ne atinge acest scop.
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Începem prin a enunt,a Teorema de structur  a grupurilor abeliene �nite, o
teorem  a c rei demonstrat,ie a durat aproape tot secolul al XIX-lea, �ind
preocupat,i de ea mari matematicieni, precum Gauss (în anul 1801 a dat o formu-
lare a acesteia în cadrul teoriei numerelor, conceptul de grup ne�ind cunoscut
atunci), Kronecker (în 1870 a demonstrat riguros teorema pe care o prezen-
t m mai jos) H.J.S. Smith sau Henri Poincaré (primul a extins teorema în anul
1861 pentru grupuri abeliene ce au o prezentare �nit , iar cel de-al doilea a
generalizat-o în anul 1900 chiar la grupuri abeliene �nit generate; noi vom pre-
zenta doar cazul grupurilor abeliene �nite, cel pe care îl vom folosi în acest
articol, îns  cititorul interesat poate consulta [3] pentru mai multe detalii, pre-
cum s, i pentru demonstrat,iile acestor teoreme):

Teorema 1. Fie (G, ·) un grup abelian �nit. Atunci exist  în mod unic n ∈ N∗

s
,
i d1, d2, ..., dn ∈ N cu proprietatea c  d1|d2|...|dn s

,
i di ≥ 2, ∀i = 1, n, astfel

încât
G ∼= Zd1

× Zd2
× ...× Zdn

.

Urm toarele dou  propozit,ii îs, i au r d cinile în teoria categoriilor, prima dintre
ele �ind un caz particular al propriet t,ii de universalitate a coprodusului, iar
cea de-a doua al propriet t,ii de universalitate a produsului. Nu vom intra în
mai multe am nunte, pentru a p stra caracterul elementar al expunerii noastre.

Propozit
,
ia 1. ([6]) Fie G, G1, G2, ..., Gn (n ∈ N, n ≥ 2) grupuri abeliene.

Pentru �ecare i ∈ {1, 2, ..., n}, consider m mor�smul de grupuri λi : Gi →
G1 × G2 × ... × Gn, λi(xi) = (1..., 1, xi, 1, ..., 1). De�nim acum funct,ia φ :
Hom(G1 ×G2 × ...×Gn, G)→ Hom(G1, G)×Hom(G2, G)× ...×Hom(Gn, G),
φ(f) = (f ◦ λ1, f ◦ λ2, ..., f ◦ λn). Atunci, φ este bijectiv .

Demonstrat
,
ie. • φ este injectiv .

Fie f, g ∈ Hom(G1 × G2 × ... × Gn, G) astfel încât φ(f) = φ(g). Rezult  c 
f ◦ λi = g ◦ λi, ∀i = 1, n.

As,adar, pentru orice (x1, x2, ..., xn) ∈ G1 ×G2 × ...×Gn, putem scrie acum c 
f(x1, x2, ..., xn) = f(λ1(x1) · λ2(x2) · ... · λn(xn)) = f(λ1(x1)) · f(λ2(x2)) · ... ·
f(λn(xn)) = g(λ1(x1))·g(λ2(x2))·...·g(λn(xn)) = g(λ1(x1)·λ2(x2)·...·λn(xn)) =
g(x1, x2, ..., xn), deci f = g, adic  φ este injectiv .

• φ este surjectiv .

Fie fi ∈ Hom(Gi, G),∀i = 1, n. Consider m acum funct,ia f : G1 × G2 × ... ×
Gn → G, f(x1, x2, ..., xn) = f1(x1)f2(x2)...fn(xn). Se constat  us,or c  f este
mor�sm de grupuri s, i c  f ◦ λi = fi, ∀i = 1, n.

As,adar, φ(f) = (f ◦λ1, f ◦λ2, ..., f ◦λn) = (f1, f2, ..., fn), deci, cum f1, f2, ..., fn
au fost alese arbitrar, concluzion m c  φ este surjectiv .

Am ar tat c  φ este injectiv  s, i surjectiv , deci putem spune acum c  φ este
bijectiv . �

2



Propozit
,
ia 2. ([7]) Fie G, G1, G2, ..., Gn (n ∈ N, n ≥ 2) grupuri. Pentru

�ecare i ∈ {1, 2, ..., n}, consider m mor�smul de grupuri µi : G1×G2×...×Gn →
Gi, µi(x1, x2, ..., xn) = xi. De�nim acum funct,ia φ : Hom(G,G1 × G2 × ... ×
Gn)→ Hom(G,G1)× ...×Hom(G,Gn), φ(f) = (µ1◦f, µ2◦f, ..., µn◦f). Atunci,
φ este bijectiv .

Demonstrat
,
ie. • φ este injectiv .

Fie f, g ∈ Hom(G,G1×G2× ...×Gn)→ Hom(G,G1)× ...×Hom(G,Gn) astfel
încât φ(f) = φ(g). Rezult  c  µi ◦ f = µi ◦ g, ∀i = 1, n.

Consider m acum x ∈ G arbitrar. Avem f(x) = (y1, y2, ..., yn) s, i g(x) =
(z1, z2, ..., zn), unde yi, zi ∈ Gi,∀i = 1, n. În baza celor de mai sus, putem
scrie c  yi = µi(f(x)) = (µi ◦ f)(x) = (µi ◦ g)(x) = µi(g(x)) = zi,∀i = 1, n,
deci f(x) = g(x). Cum x a fost ales arbitrar, obt,inem c  f = g, as,adar, φ este
injectiv .

• φ este surjectiv .

Fie fi ∈ Hom(G,Gi), ∀i = 1, n. Consider m funct,ia f : G→ G1×G2× ...×Gn,
f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)).

Este us,or de v zut c  f este mor�sm de grupuri s, i c  µi ◦ f = fi, ∀i = 1, n.

Putem scrie acum c  φ(f) = (µ1 ◦ f, µ2 ◦ f, ..., µn ◦ f) = (f1, f2, ..., fn), iar cum
f1, f2, ..., fn au fost alese arbitrar, concluzion m c  φ este surjectiv .

As,adar, am ar tat c  φ este bijectiv . �

As,a cum am anunt,at la începutul acestei sect,iuni, acum vom enunt,a câteva
rezultate elementare de algebr  liniar . Recomand m cititorului interesat s 
consulte lucrarea [2] pentru o mai bun  aprofundare a acestora. În cele ce
urmeaz , K va � un corp comutativ.

De�nit
,
ia 1. Un spat

,
iu vectorial peste corpul K (pe scurt, un K- spat,iu

vectorial) este un grup abelian (V,+) împreun  cu o operat,ie extern  K× V →
V , (a, x) 7→ ax, numit  înmult

,
ire cu scalari, care veri�c  urm toarele condit,ii

pentru orice a, b ∈ K s, i x, y ∈ V :
1. a(x+ y) = ax+ ay;

2. (a+ b)x = ax+ bx;

3. (ab)x = a(bx);

4. 1x = x.

De�nit
,
ia 2. Fie V un K-spat,iu vectorial. O submult,ime {x1, x2, ..., xn} (n ∈

N∗) a lui V se numes,te:

• liniar independent , dac , pentru orice a1, a2, ..., an ∈ K, are loc implicat,ia

a1x1 + a2x2 + ...anxn = 0 =⇒ a1 = a2 = ... = an = 0.

• sistem de generatori, dac , pentru orice x ∈ V , exist  α1, α2, ..., αn ∈ K
astfel încât x = α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn.

3



• baz , dac  este liniar independent  s, i sistem de generatori.

Teorema 2. Orice K- spat
,
iu vectorial admite o baz  s

,
i oricare dou  baze ale

acestuia au acelas
,
i cardinal.

De�nit
,
ia 3. Fie V un K-spat,iu vectorial. Cardinalul comun al tuturor bazelor

lui V se numes,te dimensiunea lui V s, i se noteaz  dimK(V ). Dac  acest cardinal
este �nit, atunci spunem c  V este un spat,iu �nit dimensional, iar în caz
contrar c  este in�nit dimensional.

De�nit
,
ia 4. Fie V s, i W dou  K-spat,ii vectoriale. Atunci:

• o funct,ie f : V → W cu proprietatea c  f(ax + by) = af(x) + bf(y), ∀a, b ∈
K, x, y ∈ V se numes,te aplicat, ie liniar  sau mor�sm de spat

,
ii vectoriale.

Dac  f este bijectiv , atunci f se numes,te izomor�sm liniar.

• o aplicat,ie liniar  g : V → V se numes,te endomor�sm. Dac  g este bijectiv ,
atunci g se numes,te automor�sm.

De�nit
,
ia 5. Fie V un K-spat,iu vectorial de dimensiune n (n ∈ N∗), B =

{e1, e2, ..., en} o baz  a sa s, i f un endomor�sm.

Dac  exprim m vectorii f(e1), f(e2), ..., f(en) în baza B, adic  pentru �ecare

j ∈ {1, 2, ..., n} scriem f(ej) =

n∑
i=1

aijei pentru aij ∈ K, obt,inem matricea

MB(f) := (aij)1≤i,j,≤n, numit  matricea lui f în baza B.

Teorema 3. În contextul De�nit
,
iei 5, aplicat

,
ia φ : End(V )→Mn(K), φ(f) =

MB(f) este un izomor�sm de spat
,
ii vectoriale, unde prin End(V ) am notat

mult
,
imea endomor�smelor K-spat

,
iului vectorial V .

Observat
,
ie. Aceast  ultim  teorem  ne spune c  un endomor�sm al unui

spat,iu vectorial se poate identi�ca cu matricea lui într-o anumit  baz . Rezult 
imediat acum c  avem un izomor�sm între Aut(V ) (mult,imea automor�smelor
spat,iului vectorial V ) s, i GLn(K) (mult,imea matricelor inversabile cu n linii s, i n
coloane ce au elemente din K), deci vom identi�ca automor�smele unui K-spat,iu
vectorial de dimensiune n cu matricele inversabile de dimensiune n×n ce se pot
forma cu elemente din K. În �nal, mai spunem c  exist  un rezultat similar s, i
pentru aplicat,ii liniare între dou  K-spat,ii vectoriale �nit dimensionale diferite,
dar acesta nu este folositor scopului articolului nostru.

Propozit
,
ia 3. Fie n ∈ N, n ≥ 2 s, i A ∈Mn(K). Pentru �ecare i ∈ {1, 2, ..., n},

not m cu ci a i-a coloan  a lui A. Atunci, A este inversabil  ⇐⇒ mult,imea
{c1, c2, ..., cn} este liniar independent .

Observat
,
ie. Propozit,ia de mai sus este o consecint,  imediat  a unei teoreme a

lui Kronecker privind rangul unei matrice. Nu am enunt,at acea teorem  pentru
a evita s  introducem not,iunea de subspat,iu vectorial, îns  cititorul interesat o
poate consulta în [2].
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3 Aplicat, ii

Suntem preg tit,i acum s  vedem cum putem folosi în probleme rezultatele pe
care le-am prezentat. Pentru început, ne vom îndrepta atent,ia asupra unor
exercit,ii care apar în [6] s, i [7].

Aplicat
,
ia 1. Determinat,i cardinalul mult,imii Hom(Z2 × Z2, S3 × S3).

Solut
,
ie. Folosind Propozit,ia 2, avem o biject,ie între Hom(Z2 × Z2, S3 × S3)

s, i Hom(Z2 × Z2, S3)×Hom(Z2 × Z2, S3), deci |Hom(Z2 × Z2, S3 × S3)| =
= |Hom(Z2 × Z2, S3)|2. As,adar, am redus problema noastr  la a num ra mor-
�smele de la Z2 × Z2 la S3 (ceea ce este mult mai simplu).

Fie f : Z2 × Z2 → S3 un mor�sm de grupuri netrivial. Atunci, |Ker(f)| < 4.
Cum S3 nu are subgrupuri de ordin 4 (dac  ar avea, din Teorema lui Lagrange
ar rezulta c  4|6, ceea ce este absurd), f nu poate � injectiv, deci |Ker(f)| > 1.
As,adar, |Ker(f)| = 2 (Ker(f) este subgrup al lui Z2×Z2, deci ordinul lui trebuie
s  �e divizor al lui 4).

Not m x := (1̂, 0̂) s, i y := (0̂, 1̂). Atunci, Z2×Z2 = {1, x, y, x+ y}. Presupunem
c  Ker(f) = {1, x}. Rezult  c  f(x + y) = f(y), iar f(y) este un element de
ordin 2 din S3. Cum S3 are 3 elemente de ordinul 2, concluzion m c  sunt 3
feluri în care putem alege f în acest caz. Analog se obt,in 3 funct,ii f s, i dac 
Ker(f) = {1, y} sau Ker(f) = {1, x+ y}.
As,adar, |Hom(Z2 × Z2, S3)| = 10, iar acum, t,inând cont de cele de mai sus,
putem concluziona c  |Hom(Z2 × Z2, S3 × S3)| = 100. �

Aplicat
,
ia 2. Fie G un grup abelian �nit s, i �e n ∈ N, n ≥ 2. Determinat,i

cardinalul mult,imilor Hom(G,Zn) s, i Hom(G,Z).

Solut
,
ie. Vom folosi câteva rezultate elementare de teoria grupurilor, care apar

s, i în [5]: |Hom(Zk,Zl)| = (k, l), ∀k, l ∈ N, k, l ≥ 2, unde prin (k, l) am notat
cel mai mare divizor comun al numerelor naturale k s, i l, iar |Hom(Zm,Z)| = 1,
∀m ∈ N, m ≥ 2.

De asemenea, vom mai utliza faptul c , dac  H, K s, i L sunt trei grupuri astfel
încât H ∼= K, atunci |Hom(H,L)| = |Hom(K,L)| (dac  f : K → H este un
izomor�sm de grupuri, atunci φ : Hom(H,L) → Hom(K,L), φ(g) = g ◦ f este
bijectiv ).

Conform Teoremei 1, exist  (în mod unic) k ∈ N∗ s, i d1, d2, ..., dk ∈ N cu
d1|d2|...|dk s, i di ≥ 2, ∀i = 1, k, astfel încât G ∼= Zd1

× Zd2
× ...× Zdk

.

Putem scrie acum c :

|Hom(G,Zn)| = |Hom(Zd1
,Zn)×Hom(Zd2

,Zn)× ...×Hom(Zdk
,Zn)|,

deoarece |Hom(G,Zn)| = |Hom(Zd1 × Zd2 × ... × Zdk
,Zn)|, iar Propozit,ia 1
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implic  |Hom(Zd1 × Zd2 × ... × Zdk
,Zn)| = |Hom(Zd1 ,Zn) × Hom(Zd2 ,Zn) ×

...×Hom(Zdk
,Zn)|.

As,adar, |Hom(G,Zn)| =
k∏

i=1

(di, n).

Printr-un rat,ionament analog, g sim c :

|Hom(G,Z)| = |Hom(Zd1
,Z)×Hom(Zd2

,Z)× ...×Hom(Zdk
,Z)|,

deci |Hom(G,Z)| = 1. �

Aplicat
,
ia 3. (C.O:4985, G.M.-B 11/2008 ) Fie G un grup abelian �nit cu n

elemente cu proprietatea c  num rul endomor�smelor sale este n. S  se arate
c  G este izomorf cu Zn.

Marian Andronache

Solut
,
ie. Vom prezenta, în esent, , solut,ia primit  de autorul acestui articol în

[4]. Conform Teoremei 1, exist  (în mod unic) k ∈ N∗ s, i d1, d2, ..., dk ∈ N astfel
încât di ≥ 2,∀i = 1, k, d1|d2|...|dk s, i

(1) G ∼= Zd1
× Zd2

× ...× Zdk
.

Folosind faptul c  |Hom(Zm,Zl)| = (m, l),∀k, l ∈ N, k, l ≥ 2 [5], Propozit,ia 1 s, i
Propozit,ia 2, putem scrie acum c 

|End(G)| = |Hom(G,G)| = |
∏

1≤i,j≤k

Hom(Zdi
,Zdj

)| =
∏

1≤i,j≤k

(di, dj).

Cum di|dj pentru orice j ≥ i, avem

(2) |End(G)| = d2k−1
1 d2k−3

2 ...dk.

Din (1) s, i (2) avem n = |End(G)| ⇐⇒ d1d2...dk = d2k−1
1 d2k−3

2 ...dk, egalitate
care are loc, evident, dac  s, i numai dac  k = 1, ceea ce implic  n = d1, iar
acum din (1) avem G ∼= Zd1 = Zn. �

Aplicat
,
ia 4. (27600, G.M.-B 10/2018 ) Fie n ∈ N, n ≥ 2 s, i (G, ·) un grup

abelian �nit de ordin n, cu proprietatea c , pentru orice a ∈ G, num rul endo-
mor�smelor f ale lui G cu f(a) = a este egal cu n + 1 − ord(a), unde ord(a)
este ordinul lui a în grupul (G, ·). S  se arate c  n este num r prim.

Marian Andronache

Solut
,
ie. Vom prezenta, în esent, , solut,ia o�cial  din G.M.-B 4/2019.

Dac  în ipotez  lu m a = 1, obt,inem c  G are n endomor�sme. Conform
Aplicat,iei 3, avem c  G ∼= Zn.
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Fie acum m s, i s dou  numere naturale cu n = ms s, i �e f un endomor�sm
al lui Zn. Dac  not m f(1̂) =: k̂, atunci f(m̂) = m̂ ⇐⇒ k̂m = m̂ ⇐⇒
n|m(k−1) ⇐⇒ s|k−1 ⇐⇒ k = st+1, t = 0,m− 1 (deoarece lucr m modulo
n, consider m c  0 ≤ k < n). Deci, exist  exact m endomor�sme care invariaz 
m̂. Cum ord(m̂) = s, rezult  c  n+ 1− s = m ⇐⇒ ms−m− s+ 1 = 0 ⇐⇒
(m− 1)(s− 1) = 0 ⇐⇒ m = 1 sau s = 1, deci n este prim. �

Aplicat
,
ia 5. (Lista scurt  a O.N.M. 2018 ) Fie p un num r prim, iar G un grup

�nit comutativ, cu elementul neutru e, având proprietatea c  xp = e, pentru
orice x ∈ G. Not m cu Aut(G) grupul tuturor automor�smelor lui G. Dac  G
are cel put,in 3 elemente, s  se arate c :

a) |G| = pn, unde n este cel mai mic num r de generatori ai lui G;

b) |Aut(G)| = (pn − 1)(pn − p)...(pn − pn−1).

Ioan B etu

Solut
,
ie. a) Vom înzestra grupul G cu o structur  de Zp-spat,iu vectorial.

Într-adev r, dac  pentru orice k̂ ∈ Zp s, i x ∈ G de�nim k̂ · x = xk, atunci G
devine un Zp-spat,iu vectorial cu aceast  înmult,ire cu scalari (veri�carea celor 4
axiome îi este l sat  cititorului).

Conform Teoremei 2, G va admite o baz , care va � �nit , c ci mult,imea G este
�nit . Fie aceasta B = {e1, e2, ..., en} ⊂ G, unde n ∈ N va �, dac  t,inem cont
de de�nit,ia unei baze, cel mai mic num r de generatori ai lui G.

Atunci, pentru orice x ∈ G, ∃!α1, α2, ..., αn ∈ Zp astfel încât x =

n∏
i=1

αi · ei,

adic  funct,ia f : Zn
p → G, f(α1, α2, ..., αn) =

n∏
i=1

αi · ei, este bijectiv .

De aici, obt,inem c  |G| = pn.

b) S  remarc m c  Aut(G) = AutZp
(G), unde prin AutZp

(G) am notat gru-
pul automor�smelor Zp-spat,iului vectorial G (aceast  egalitate se demonstreaz 
us,or prin dubl  incluziune). Folosind observat,ia Teoremei 3, deducem c  tre-
buie s  determin m cardinalul lui GLn(Zp). Fie A ∈ GLn(Zp). Vom construi
matricea A inductiv. Not m cu ci a i-a coloan  a lui A, ∀i ∈ 1, n. c1 poate s 
�e orice vector nenul din Zn

p , deci poate � aleas  în pn − 1 feluri.

Presupunem acum c  avem primele k coloane construite (acestea trebuie s  �e
liniar independente, conform Propozit,iei 3), unde 2 ≤ k ≤ n − 1. Vrem s 
construim ck+1. Aceasta nu trebuie s  �e un element al mult,imii {a1c1+a2c2+
... + akck|ai ∈ Zp,∀i = 1, k}, mult,ime care are pk elemente (�ecare ai poate
lua k valori, iar pentru �ecare dintre aceste valori obt,inem un element diferit al
mult,imii). As,adar, deducem c  ck+1 poate � aleas  în pn − pk moduri.

În concluzie, |GLn(Zp)| = (pn − 1)(pn − p)...(pn − pn−1), deci am obt,inut con-
cluzia dorit .
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Observat
,
ie. Un grup abelian G în care toate elementele au ordinul p ∈ N∗

se numes,te p-grup abelian elementar. S  observ m c  p este obligatoriu
un num r prim (dac  presupunem c  p nu este prim, atunci exist  m,n ∈ N∗,
m,n ≥ 2, astfel încât p = mn. Pentru orice x ∈ G\{1}, vom avea c  ord(xm) =
n < p, contradict,ie.). As,adar, Aplicat,ia 5 ne-a cerut s  determin m cardinalul
unui p-grup abelian elementar �nit s, i s  num r m automor�smele sale. Acesta
este un rezultat important (s, i cunoscut) în teoria grupurilor, care merit  ret,inut.

Aplicat
,
ia 6. ([1]) S  se arate c  exist  un grup care nu este izomorf cu Aut(G)

pentru niciun grup G.

Solut
,
ie. Fie n ∈ N∗ arbitrar. Vom ar ta c  Z2n+1 � Aut(G) pentru orice grup

G. Într-adev r, s  presupunem c  exist  un grupG astfel încât Aut(G) ∼= Z2n+1.
Not m cu Inn(G) grupul automor�smelor interioare ale lui G. Acesta este un
subgrup al lui Aut(G), care, din presupunerea f cut , este ciclic. Astfel, Inn(G)
este un grup ciclic, iar cum G/Z(G) ∼= Inn(G), obt,inem c  grupul G/Z(G) este
ciclic. Dar este bine cunoscut faptul c , dac  G/Z(G) este ciclic, atunci G este
abelian.

Consider m funct,ia f : G → G, f(x) = x−1. Se veri�c  us,or c  f este un
automor�sm al lui G (este esent,ial faptul c  G este abelian). Mai mult, avem
f ◦ f = IdG, deci, dac  f 6= IdG, atunci Aut(G) are un element de ordinul 2,
ceea ce este absurd (ar însemna c  Z2n+1 are un element de ordinul 2, ceea
ce ar contrazice teorema lui Lagrange). As,adar, f = IdG, ceea ce implic 
x2 = 1,∀x ∈ G.
Acum, putem înzestra G cu o structur  de Z2- spat,iu vectorial exact cum am
f cut în Aplicat,ia 5. Distingem dou  cazuri:

Cazul I. dimZ2(G) = 1. În acest caz, G ∼= Z2 ca spat,ii vectoriale, deci, în
particular, s, i ca grupuri. Obt,inem Aut(G) ∼= Aut(Z2), de unde |Aut(G)| = 1 <
2n+ 1, contradict

	
ie.

Cazul II. dimZ2
(G) ≥ 2. Fie {ei|i ∈ I}, unde I este o mult,ime cu cel put,in dou 

elemente, o baz  a lui G. De�nim φ : G→ G, φ(e1) = e2, φ(e2) = e1, φ(ei) = ei,
∀i ≥ 3. L s m cititorului veri�carea faptului c  funct,ia φ este corect de�nit  s, i
c  este un automor�sm al Z2-spat,iului vectorialG 1 al c rui ordin este 2. As,adar,
s, i grupul Aut(G) are un element de ordinul 2 (deoarece Aut(G) = AutZ2

(G),
as,a cum am remarcat în rezolvarea punctului b) al Aplicat,iei 5), contradict,ie.

As,adar, Z2n+1 � Aut(G) pentru orice grup G, deci am g sit un grup (chiar
o clas  de grupuri, aceea a grupurilor ciclice de ordin impar) cu proprietatea
cerut . �

În �nal, invit m cititorul s  descopere s, i alte probleme în care pot � folo-
site rezultatele teoretice prezentate de noi. De asemenea, autorul dores,te s 

1Nu este nevoie s  facem aceast  veri�care dac  s,tim proprietatea de universalitate a

spat,iilor vectoriale, dar recomand m cititorilor nefamiliari cu spat,iile vectoriale s  o fac .
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îi mult,umeasc  domnului prof. univ. dr. Gigel Militaru, ale c rui sugestii l-au
ajutat s  îsi îmbun t t,easc  lucrarea.
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